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Zusammenfassung letzte VL

 Mathematische Grundlagen der
Quantentheorie

* Hilbertraum & Zustande

* Bra-Ket Notation

* Operatoren & Observablen

* Messprozess als Projektion auf Eigenzustande



Quantenmechanik in 3d

e 3d-Betrachtung: Essentiell fir das Verstandnis
von atomaren und molekularen Eigenschaften
(z.B. Absorptions- Emissionsspektren)

* Nachstes Ziel: quantenmechanische
Beschreibung des Wasserstoffsatoms.

* Der (Bahn-)Drehimpuls L hat in der QM sogar
eine wichtigere Rolle als in der klassischen
Mechanik. Wir erhalten zwei neue wichtige
Observablen, die dem Betrag und einer
Richtungskomponente von L entsprechen.



Drehimpuls in 3d
Klassisch: L=rxp

Ly =1yp, — zpy L, = zp, — xp, L, = zp, — yps

QM-Drehimpulsoperator:

L=rxp
T =z, Uy =y, zZ=2z
R . 0 . o, . 0
p :_Zh(?_x’ py__lh@_y’ pz_—lhﬁ—z



Drehimpuls und Levi-Civita Tensor

Wir konnen die Komponenten des Drehimpulsoperators auch
kompakt schreiben mit z,y,z — ¢, j,k als:

Li =) ;1 €ijkdiDk

mit dem vollstandig antisymmetrischen Tensor (Levi-Civita Tensor):

+1 1,9,k |zyklisch
€jk = —1 1,5,k |anti-zyklisch

0 sonst

6‘0 0‘0




Kommutatorrelationen

Fur die einzelnen Komponenten erhalten wir
folgende Kommutatorrelationen:

A A

L, L, =ihl, [Ly,L.)=4ihl, [L.,L.|=ihL,

Kommutatoren nicht Null — Die drei Komponenten sind
~ unvertragliche Observablen!

« Keine gemeinsamen Eigenzustande von IA;i und ﬁj fur ¢ # 7

 Unscharferelation:

1 o 2
Aohz (A B)) e or0n, > ML)



Quadrat des Drehimpulses

Der Operator:  L? = L2 + L2 + L2
kommutiert hingegen mit allen Komponenten:
(L%, L,) = [L*, L] = [L?, L] = 0

bzw.
[L*, L] =0

Mit L? und einer beliebigen Komponente z.B. L. erhalten
wir ein Paar vertraglicher Observablen, die jeweils unabhangig
voneinander gemessen werden kdnnen.

L* -  Betragsinformation® L. - (teilweise) ,Richtungsinformation*



Gemeinsame Eigenwerte

Somit sollte es gemeinsame Eigenzustande |¥) geben:
L) = A J) L |¢) = uly)

Im folgenden wollen wir die moglichen Eigenwerte A, 14 bestimmen
(- Eigenwertspektrum), mit Hilfe von Leiteroperatoren (vgl. harm. Osz.)

A A

Li=1L,+ilL,

Diese haben folgende Eigenschaften:

(L)t = L+ [L?,L1] =0
L, L. =h(GL,+L,)=+hl. L.I_ =L>+1I?+hL,
(7] + T Y
Ly, L_]=—2i[L,,L,] =2hL. L Li=I12+L12-hL,



Gemeinsame Eigenzustande

~ Wenn [¥) ein Eigenzustand von 7.2 (*)und L. (**) ist, dann ist |
L4 |1)) es ebenfalls.

(") L*(La |[9) = Lo (L? ) = Ly |\p) = ALy )

« L |1) ist also Eigenzustand von [, mit gleichen Eigenwert A

(*MEs gilt: L, (L [¢)) = (L, L+ — Ly L,) |¥) 4+ Ly L, 1)
= +hLy [Y) + Ly |py) = ply [) £ ALy )
= (u£h)(Ly [¥))

e L |4} ist also Eigenzustand von [, mit neuen Eigenwert p =+ i

Erweiterung: -A+A

A

» Der Aufsteigeoperator fL+ erhdht den EW zu L, um h.

* Der Absteigeoperator L_ setzt den EW zu Ez um h herab.



Mogliche Eigenwerte

« Der Aufsteigeoperator L kann nicht beliebig
oft angewendet werdet denn irgendwann wird Ih [Pmax)
die Observable zu L, groRer als L2, d.h. es gibt
einen maximalen Eigenwert [ bzw. maximalen

Eigenzustand |1). 1+ 2h L2 |9)
z )
Lz ¢max> = hl ‘wmax> ~
p—n L_ )
L2 wmax> = A Wmax> u— 2h 2 )

Ih ¥ min)



Mogliche Eigenwerte

» Desweiteren folgtaus L? = L_L, + L%+ KL, :
Ih [Ymax)
L? [$max) = (L-Ly + L2 + hL.) [thmax)
1+ 2h L2 |9)
_ 272 2
=( 0 4+ A"l + k) |Ymax) LR [
= B21(L+ 1) [tmax) H )
p—"h L |¢)
. Somit erhalten wir die Eigenwerte von L? als p—2h L2 |y)
L A=R(+1) :
lh ¥ min)




Mogliche Eigenwerte

« Analog Argumentation zum Aufsteigeoperator,
gilt ftr den Absteigeoperator — ES muss einen
niedrigsten Zustand geben:

A

L_ wmin> =0
Lz ¢min> — hl~|¢min>
L2 wmin> = A |¢min>

« Ebenso analog aus L? = L,L_ + L?> —hL,
folgt:

L2 ’¢min> — h2l~(l~_ 1) ’¢min>

[h

[ thmax)

L2 |v)
Ly |9)

L_ |)
L2 o)

|¢min>



Mogliche Drehimpuls-Eigenwerte
« Aus Vergleich beider Ergebnisse fir )\ folgt:
1+ 1) =1(-1)

« Nur erfullt wenn [ = [ 4+ 1 was unméglich ist, da dann die
niedrigste ,Leitersprosse” hoher ware als die tiefste, oder wenn:

~

[ = —1

 Daraus folgt dass L, die Eigenwerte Am hat, die von -I bis +I
laufen, die in N ganzzahligen Schritten laufen, daraus folgt ebenfalls:

l=—14+N — [l=—

Die moglichen Werte fiir [ konnen also nur ganzzahlig oder halbzahlig sein.



Spektrum der Drehimpulsoperatoren

 Wir erhalten also fur die beiden kommutierenden Dreh-
Impulsoperatoren

L2 |¢lm> — th(l + 1) |¢lm>
L |Yim) = hm [Yim)

mit

1 5
[ =0, 57 1, -2, 5 Bahnquantenzahl

magnetische
Quantenzahl

m=—1,—1+1,...,1—1,1




Graphische Interpretation

L

« Fiur den Betrag (,L&nge*) des A
Drehimpulsvektors gilt

(i | L im ) = R+ 1)
(L)) = b1+ 1) N\
» Der Betrag ist immer grof3er —\
als der maximale Betrag der ./"“'

z-Komponente, da

VIE+1) > 1

auler fur [=0.

V4

O
@

L,

= >0
A\ > e
O

+2h &

2h +




Allgemeine Bemerkungen zu
Drehimpulsen

e Der Eigenraum zu L? ist 2(I+1)-fach entartet

» Wir werden im folgenden sehen, dass der Bahndrehimpuls (z.B.
des Elektrons im einem Zentralfeld) nur ganzzahlige Werte |
einnimmt

» Halbzahlige Werte flr I gibt es hingegen auch beim
sogenannten Spin (klassische ,Analogie* — Eigendrehimpuls).

* Quantenmechanische Teilchen werden nach Ihrem Spin
klassifiziert. Teilchen mit ganzzahligen Spin (z.B. Photonen)
werden Bosonen genannt, wahrend Teilchen mit halbzahligen
Spin (z.B. Elektronen) werden Fermionen genannt.



Bahndrehimpuls in Polarkoordinaten

Wir wollen nun im Ortsraum die expliziten Eigenfunktionen des

Bahndrehimpulses . h. -
L = —I X V
1

wlm(l‘) — <I“l, m>

Wobei wir, der Einfachheit halber, eine verkirzte Schreibweise

bestimmen:

benutzen:
V1) = |l, m) z
(1,9, 9)
In Polarkoordinaten gilt: it
r
r — T’ef,a 9 ;x
U,
@ 9, n 1 0 n 1 .
—_— e, — ep— — e \
"or " 'ra0 " Prsind oy 0



Bahndrehimpuls in Polarkoordinaten

Wir erhalten durch direkte Rechnung

— — — cot 6’8
smgp(%) COS (¥ 9

= E COS p— — sin @ cot f — J
g S0(99 v O
h

9
i O

. . 9, 0
L+ = he <_ 50 + 72 cot 0(990)

: 19 9 1 92
2 _ §2 . |
Lo=-n Lmeae (81“9@9> | sin298g02}




Eigenwertgleichung in Polarkoordinaten

1 0O O 1 2
0 e
Lme o0 (Sln989> Ty &02] Drm (9,0) = =11+ D)ty m(p, )=

o, .
%wl,m(% (9) — mel,m(gpa 6)

A

Separationsansatz:
Yi,m(p,0) = A(p)B(0)

A(p) = Mo

Es bleibt tbrig:

1 0 0 m2
[Sin 0 00 <81n989> sin? 9] B®) W+ 1)B(0)




Eigenwertgleichung in Polarkoordinaten

1 o (. 0 m?
[sin@@@ (smH@) T +1(l+1)| B(#)=0

Diese Differentialgleichung wird durch sogenannte assoziierte
Legendre-Funktionen P, ,,(cos#) geldst.

Die normierte Gesamtlosungsfunktion bzw. Welleneigenfunktion
des Drehimpulsoperators wird am Ende durch sogenannte
Kugelflachenfunktionen gegeben:

[ —m)!

o AP0 = fz*\/ (e 0




Ganzzahligkeit

 Die Kugelflachenfunktionen leben auf der Oberflache einer
Kugel mit Einheitsradius.

» Die Kugelflachenfunktionen mussen stetig sein fur volle
Drehungen:

Vim (p + 2m,0) = (¢, 0)
e Daraus folgt zwingend die Ganzzahligkeit von m und I

1=0,1.2,3,...
m=—1,—1+1,....1—1.1



Assozierte Legendre-Polynome

()™ i dET
Bim(@) = (L= a7)

mit dem hier relevanten Argument = cos 0

(2 = 1)

dl—l—m

(_1)m - m .21
Py (cos ) = Sy Sin Hd(cos gy sin“*
EsS gl't Pl,l_|_1(33) =0 Pl’()(.flj) — PZ(CU)
P(x) = (21 — DN — z?)V/? i
: Legendre Polynom
mit n!'=n(n—-2)(n—-4)...1 Iten Grades

Die Eigenschaften der ALP definieren die Eigenschaften und
Rechenregeln der Kugelflachenfunktionen.



Eigenschaften der Kugelfunktionen
» Orthogonalitat:

27 7
/ / }/l;kam’ (97 @)E)m(e, W) Sin Hdé’dgp — 5lal/5mvm,
0 0

<la m|l/7 m/> — 5l,l’5m,m’
. VoIIstéindigkeit

S‘ S‘ Yy e (00" ) Yim (0, 0) = 6( — ¢')(cos § — cos 0
[=0 m=—1

e Paritat - Effekt der Transformation r — —r bzw.
(7479790)%(7476)_7779 7T)

Vim0 —m,0+7) = (—=1)"Yim(b, ©)



Die ersten Kugelfunktionen

Ym |[1=0 1=1 =2 =3

_ 35 Jip
m=-3 1£ﬁ4 sin® 9e”
_ 15 105
m=-2 1;*32 sin? ¥ e 2 ..,;“32 sin? 9 cos ¥ e 2
m=-1 ,.,/Sisin'ﬂe_i‘? 1f£5i11.'19 costde ¥ 1#£5i1115*(5c0521‘5‘—1) e ¥
T 8 64w
m=0 L 3 cos?d i(3c05219—1) L (5::05319—3130519)
4 4 167 167
m=1 — 31 sinde¥  —./~2siny cosde? | —, /-2 sindd (5 cos® ¥ — ) e'¥
\V 8 \ 8r \ 64n
m=2 315 sin? 1 e2'¥ 105 <in? 9 cos 9 ¥
V 32 V 32r
_ . 35 Ji
m=3 £ = e sin® Y e

Quelle: Wikipedia




Veranschaulichung der Kugelfunktionen

Farbe entspricht Vorzeichen
(positiv, negativ)

ote
 NESTM
XTOEHW

Quelle: Wikipedia




Veranschaulichung der Kugelfunktionen

-0 | &
- @
- 90e
- eeeC
-, C6060

m= 0 1 2 3 4

Quelle: Wikipedia

>




Ausblick Wasserstoffatom

 FUr alle Zentralkraftfelder, bel der das Potential nur vom
Radius abhangt, (z.B. das Coulomb Potential), werden die
winkelabhangigen Anteile der Wellenfunktionen im
Ortsdarstellung durch Kugelflachenfunktionen beschrieben.

* Mit der Bestimmung der Eigenfunktionen des
Drehimpulsoperators, haben wir praktisch den schwierigsten
Tell der Berechnung des Wasserstoffatoms abgehandelt.

— Der Rest Iin der nachsten Vorlesung.
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