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Zusammenfassung letzte VL

* Einstieg In die Wahrscheinlichkeitstheorie

* Axiomatische Formulierung: Definitionen
(Wahrscheinlichkeitsraum, Ergebnismenge, o-Algebra,
Wahrscheinlichkeitsmall)

* Axiome und Konseguenzen
* Operationalisierung durch stochastische Prozesse

* Wahrscheinlichkeitsdichte und
Wahrscheinlichkeitsverteillungen (Erwartungswerte)



Statistisches Ensemble

* In der statistischen Physik, bzw. allgemeiner bei der
statistischen Beschreibung, betrachten wir immer Ensembles:

Ensemble: Gesamthelit einer sehr grof3en Zahl von N
iIdentischen Systemen (N — oo).

* Wahrscheinlichkeit flr das Eintreten eines Ereignisses A ist also
nichts anderes als der Bruchteil der Systeme des Ensembles, bel

denen bel einem entsprechenden Experiment das Ereignisses A
eingetreten ist (Frequenzdefinition):

N4
pA = N p(A) = n(A)
* Ein statistisches Ensemble kann man also praktisch realizieren

wenn man das Experiment an ein und demselben System sehr oft
wiederholt.

* Beispiel: N Wurfe mit einem Whrfel oder, Ein Wurf mit N Warfeln.



1-dimensionale Zufallsbewegung

* Wir betrachten nun eindimensionale, diskrete Zufallsbewegung

q p !
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e t=0: Teilchen befindet sich bel x=0.

* t>0: Das Teilchen bewegt sich in jewells gleichen Zeitintervallen
At jewells einen Schritt nach rechts (Ax=+I) oder einen Schritt
nach links (Ax=-I)

* Wahrscheinlichkeit flr einen Schritt nach rechts: p
* Wahrscheinlichkeit flr einen Schritt nach links: g

* Nach jedem Zeitintervall erfolgt ein Schritt p+g=1, und i.a. soll
geltenp # g



Quantifizierung der Zufallsbewegung

Ensemble: Viele Teilchen N die sich in ihrer Bewegung nicht storen
(unabhangige Bewegung).

Frage: Welcher Bruchteil der Teilchen befindet sich nach n Schritten
bel x=k: mit-n<k< +n? Die Schritte erfolgen komplett unabhangig
voneinander.

n,: Anzahl der Schritte nach rechts

n, : Anzahl der Schritte nach links

Desweiteren definieren wir: n = n,+n, und m = n,-n, .



Realisierungen der Zufallsbewegung

Wahrscheinlichkeit flr eine bestimmte Realisierung (zeitliche
Aufeinanderfolge) von n, Schritten nach rechts und n, Schritten nach

links:

wNR,NL) =P-P-P...D-q-q-q...q = p"Tg""

~ ~

npr Faktoren ny, Faktoren

Die einzelnen Schritte sind Elementarereignisse, und jeweils vollig
unabhangig voneinander, daher ist die Verbundwahrscheinlichkeit
nichts anderes als das Produkt der Einzelwahrscheinlichkeiten.

Die Reihenfolge der n, Schritten nach rechts und n, Schritten nach
links spielt keine Rolle fur das Endergebnis.



Realisierungen der Zufallsbewegung

Da das Ergebnis nicht von der Reihenfolge abhangt kbnnen wir
verschiedene Realisierung konstruieren die zum gleichen Ergebnis fuhren,
z.B. zunéachst alle Schritte nur nach rechts dann nur nach links:

Schritt; 1, 2, 3, ...nR,(nR—I—l), (RR—I—Q),...,(TLR—I—TLL)

Wahrscheinlichkeit: » P P p q q q

Eine andere Realisierung ware wie die oben mit einer ,,Schrittvertauschung®:
Zweiter Schritt nach links, daftr aber der (n, +1)-Schritt nach rechts:

Schritt: 1, (ng+1), 3, ...ng, 2, (ng+2),...,(ng+nr)

2
I |
q

Wahrscheinlichkeit: p p p P q q



Wahrscheinlichkeit einer Realisierung

- Die Zahl der mdoglichen Realisierungen Z hangt ab von n, und n, ab.

Damit konnen wir die Wahrscheinlichkeit dafur, dass sich ein Teilchen
nach n Schritten bei x=m-I befindet erst mal formell aufschreiben:

nrL

P(ngr,np) = Z(ng,np)p""q

« Wir kbnnen Z( n,, n, ) induktivanhand von Beispielen bestimmen.

1. Beispiel: n,= 3, n,=0 — n=3 (ein spezielles Ereignis)

Es gibt nur eine einzige Moglichkeit: p / p p /




Wahrscheinlichkeit einer Realisierung
2. Beispiel (Ereignis): n,=2,n,=1 - n=3

1,2,3 —=ppg

Esgibtn/ =3/=6 2,1,3 — D pq
poten2|e_lle Mogllchkeltgn 1,3,2 S pqp
(Ergebnisse) aber jeweils
zwei sind ununterscheidbar, 9 1» 2 —qpp
also im Sinne des 2,3,1 —Dqgp
Ereignisses identisch.

3,2, 1 —qpp

Es bleiben effektiv drei N N A
: = Al P p p q
unterscheidbare Mdglichkeiten: 4 VAN =
p q p
VN 4




Bestimmung von Z(n,, n, )

Allgemein: Es gibt n! verschiedene Mdglichkeiten (Permutationen), die
Schrittnummern auf die Sequenz pp...pqq...q zu verteilen. Alle n !

Permutation innerhalb der Linksschritte, sowie alle n,! innerhalb der
Rechstschritte sind nicht zu unterscheiden damit ergibt sich:

n! n! n
Z(nR,nL) — ' | — | — < )

nrg!ng!  ngrl(n —ng)! np

Z(n,,n, ) sind die sogenannten Binomialkoeffizienten. Beispiele:

3! § v
Z(2,1) = = —— =3 Z(3,2) i 120 _ 10

21,11 2.1 ~31.91 6.2

Z(6,10) = 8008

Vergleiche dazu den Binomischen Satz: (a+b)" = Z (n) a"bm K
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Anzahl von Realizationen bel gleicher Anzahl der Schritte
nach links und rechts Z(n/2,n/2)

2500000 - 106 1
105
10* 3

2000000 - :
107 3

Z(n/2,n/2)

102 3

1]
1500000 - 107 3

100 -

0 5I lID l|5 EID EIS
Gesamtanzahl der Schritte n

Z(n/2,n/2)

1000000 -

500000 A

él flzu lID l|5 EID EIS
Gesamtanzahl der Schritte n



Wahrscheinlichkeitsverteillung der 1-dimensionalen
Zufallsbewegung

* Die Wahrscheinlichkeiten ergibt sich also zu:

n!
P(ng,nr) =

« Man kann sie auch mit Hilfe der Schrittdifferenz m = n.-n ausdriucken:

~

NR+nrL="mn n-+m n—m
> nr = L —
2 2
nr —Nyrp =1mM
' n ™m n—m
P(n,m) = (Mm)?'(n_m)'p(z ) ()
2 ) \T2 ) )

n n n' _
el P4 qEmmy P(n.ng) = — g



Beispiele der Binomialverteilung

n=6 p=05 n=12, p=05 n=24, p=05
03] 0.3 4 0.3 A
0.2 0.2 4 0.2 1
0.1 01 4 0.1
0.0 . . | 0.0 4 . T . 00 - . .
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20 0 5 10 15 20

Anzahl Schritte nach rechts ng ~ Anzahl Schritte nach rechts ng ~ Anzahl Schritte nach rechts ng

n=12, p=0.2 n=12, p=038
0.3 - 0.3 4
0.2 02
0.1 1 01
]
0.0 A
0 G 10 15 20 auk g & s o0

Anzahl Schntte nach rechts ng Anzahl Schritte nach rechts ng
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Mittelwert

- v sel eine Variable die M diskrete Werte annehmen kann: v ,v,, ..., v, mit

den Wahrscheinlichkeiten p(v,), p(v.), ..., p(v,). Es gilt M
ZP(’Ui) =1
=1

* Mittelwert (Erwartungswert):
M

(v) =¥ = vip(vr) + vap(va) + .. varp(var) = Y vip(vi)
bzw. flr beliebige Funktion f(v): B
() = flv) = f: fwi)p(v:)
far zwel f(v) und g(v) gilt: .
(f(v) +9(v)) = i[f(vi) + g(vi)|p(vi) = i f(vi)p(vi) + ig(vi)p(vi) = (f(v)) + {g(v))

far Multiplikation mit einer Konstante c gilt:
(cf(v)) = c{f(v))
14



Mittlere Abweichung und mittlere quadratische Abweichung

« Mittlere Abweichung des Wertes v.vom Mittelwert: Av; = v; — (v)

(Av) = Z(vi — (v))p(vi) = szp(vi) —(v) Zp(vz') =0
i=1 \7,:1 y ) i=1

 Mittlere quadratische Abweichung: Av; = (v; — (v))?

(Av?) = ((v = (v))7) = ((v" = 2v(v) + (1)) = (v7) —2{v) - (v) + (v)°

M M 2
(Av%) = 0] = (v*) = (v)* = > vip(vi) - (Z vm(w)) >0
=1 1=1
« Standardabweichung: o, = \/(Av?)

15



Mittelwertberechnung fur die 1-dimensionale
Zufallsbewegung

I
n. n—ng

P(n,ng) =

nR
nr!(n — nR)!p 1

* Normierungsbedingung ist erfullt:

n

> P(n,ng)=| ) g e gt =+ =1

nR:0 nR:O

Binomischer Satz

* Mittelwertberechnung:

n

(nr) = z”: nrP(n,ng) = Y _ nR( " >anqn—nR

nR
nr=0 nr=0
wir benutzen folgenden Zusammenhang um die Berechnung zu
vereinfachen:

0
- ner — nR—l . nger — ngr
7 (p" ") = ngrp m— | P . (p"*) =ngp

16




Mittelwertberechnung fur die 1-dimensionale
Zufallsbewegung

- £ (e £ () )

’I’LR:O npr=— 0

=np(p+q)"" =npp+q)"" = |(ng)=n-p
Anzth der Wahrscheinlichkeit
Schritte Schritt nach rechts

Wegen (n)={(ng)+ (nr)=n qgilt (ny)=n—np=n(l—p)=n-q
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Mittlere quadratische Abweichung fur die 1-
dimensionale Zufallsbewegung

One = (n%) — (ng)’
bereits berechnet

Wir benutzen wieder den ,Ableitungstrick” diesmal aber eine Ableitung mehr:
ne _ 9w 3, G, d\°
" =gy ) = i = () () 0 = () 9

2 n 2 np . N—NMg 0 & n np M—np Differential-
(R) = Z rP 4 — pa—p Z p g operator

n
’rLR:O R

=p[mp+q)" ' +pnn—1)(p+q)" ] == [(n%) =p[n+pn(n—1)]
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Mittlere quadratische Abweichung fur die 1-
dimensionale Zufallsbewegung

Onp = (NR) — (nR)” = pn +pn(n — 1) — (pn)*

=pn—pn=pn(l —p) = o, = Npq

o 4D 1
Relative Standardabweichung: —2 = pe_ g L
(nR) np P /n
Ong 1
Fir p=q=1/2: ng)  Jn
Fir n~6-10% ~ 10%* == /n ~ 10" = gzigm—u
n  Jn

Zentral flr Statistische Physik: Relative Bedeutung von Fluktuation in
makroskopischen Systemen ist verschwindend gering
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Mittlere quadratische Abweichung bel m als Variable

m=np —np, =2Np — N

Om 1

no

relative Breite der Verteilung

FUrp:q:l/Qzﬁcf?n:n —
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Ein anderes Beispiel der Binomialverteilung

Das Problem der Zufallsbewegung ist mathematisch identisch mit dem
Problem einer unabhangiger Aufteilung von n Teilchen auf zwei
Volumina V, und V.

o o ® o
o o ©® O ’ o
O &
Y
Vi Vs @

Wahrscheinlichkeit ein bestimmtes Teilchen in einem der Volumina
anzutreffen:

%2 % Vi+ Vs

21



Ein anderes Beispiel der Binomialverteilung

Wahrscheinlichkeit, n, bestimmte Teilchen (unterscheidbar) in V, die
restlichen in V, anzutreffen:

w(ny,nz) =p"tqg" ™
Mikroskopische Zustande: Welche Teilchen befinden sich in welchem
Volumenen?

Makroskopische Zustiande: Wie viele Teilchen befinden sich in den
verschiedenen Volumina?

= ® o 3

Drei unterschiedliche Mikrozustande aber der gleiche Makrozustand. Die
Berechnung der Anzahl der Mikrozustande ist analog zur Zufalls-

bewegung. Wir erhalten also:

I
n. ny no

P 4
ni-Na.

P(”la 712) —
22
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