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Zusammenfassung letzte VL
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Beispiel 1 - “Gas in der Box”

« Wir nutzen die frei verfigbare Simulationsumgebung Netlogo
um paar “Simulationsexperimente” durchzufihren.

 Alle Beispiele sind in der Basisinstallation von NetLogo
enthalten.

 Erstes Beispiel: Teilchen in einer geschlossenen Box mit einem
unveranderlichen Volumen. Die Teilchen sind harte Kugeln die
durch elastische Stof3e mit der Wand und anderen Teilchen
Interagieren.

* Die Energie eines Teilchens hangt nur von der kinetischen
Energie des Teilchens ab.

* Wir schauen uns einmal nicht-interagierende Teilchen (nur
StolRe mit Wand) und dann mit Teilchen-Teilchen Stolen.



Beispiel 2 - “Gas in der Box mit Gravitation”

* Wie iIm ersten Beispiel: Teilchen in einer geschlossenen Box mit
einem unveranderlichen Volumen. Die Teilchen sind harte
Kugeln die durch elastische Stol3e mit der Wand und anderen
Teillchen interagieren, allerdings gibt es zuséatzlich Gravitation.

* Die Energie eines Teilchens ist gegeben durch die Summe der
kinetischen und der potentiellen Energie des Teilchens.

* Auch hier schauen wir uns zuerst nicht-interagierende Teilchen
(nur StoRe mit Wand) an und dann das System mit Teilchen-
Tellchen Wechselwirkung.



Beispiel 1 und 2 - Beobachtungen

* Ohne Interaktionen haben wir unabhangige Teilchen; Trajektorien einfach
aus den einfachen Bewegungsregeln abgeleitet werden kénnen.

» Sobald wir Interaktionen haben (auch sehr einfache) wird ist es bel
grofRen N praktisch unmdglich einzelne Trajektorien vorherzusagen.

* Die Dichte konvergiert in einen quasi-stationaren Zustand in dem die
lokale Konzentration ndherungsweise konstant ist.

« Jedes Teilchen andert seine Energie permanent durch Kollisionen, jedoch
scheint sich nach einer gewissen Zeit eine stationare Verteilung der
Energien einzustellen, die naherungsweise exponentiell aussieht.

* Das gleiche gilt fur die Geschwindigkeiten, allerdings mit einer anderen
Verteilung, mit einem Maximum bei v>0.

* Obwohl wir permanente ,mikroskopische* Dynamik haben, scheinen die
,makroskopischen* Eigenschaften, wie z.B. die mittlere Energie pro
Teilchen, Anteil schneller und langsamer Teilchen etc., sich nur am Anfang
signifikant zu andern und dann bleiben sie naherungsweise konstant.



Beispiel 3 - “Zwel Gase”

« Wir betrachten zwei Arten von Teilchen in einer geteilten Box
mit einem unveranderlichen Gesamtvolumen.

 Die verschiedenen Teilchenarten sind zuerst getrennt in
verschiedenen Halften der Box.

 Nach einer gewissen Zeit wird eine Offnung in der Trennwand
aufgemacht.

* Die Teilchen interagieren wieder Uber elastische Stof3e



Beispiel 3 - Beobachtungen

* Teilchen der verschiedenen Sorten wechseln die Seiten, bis eventuell ein
Gleichgewicht erreicht wird.

* Die hochenergetischen Teilchen verlieren Energie und die
niedrigenergetischen Teilchen gewinnen an (kinetischer) Energie in dem
sie deutlich schneller werden.

 Die mittlere Energie der zwei Teilchensorten gleicht sich an, aber nicht die
mittlere Geschwindigkeit. Weshalb?

« Makroskopischen Eigenschaften (z.B. mittlere Energien, Verteilung der
Teilchen im System) brauchen eine gewisse Zeit bevor sie den stationaren
Zustand erreichen (Relaxation)



Beispiel 4 aus der Biologie: Einfaches Rauber-
Beute Modell

 Wir betrachten ein einfaches Rauber-Beute Modell mit Hasen
(Rauber R) und Gras (Beute, B)

e Die Hasen gewinnen Energie in dem sie Gras essen

 Bei hinreichend hohen Energie-Level, reproduzieren sich die
Hasen.

 Wenn Sie nicht genug Energie sammeln, sterben sie.

e Gras wachst an zufalligen Orten mit der vorgegeben
Wachstumsrate.



Beispiel 4 - Beobachtungen

* Wichtig: Das System ist nicht im sogenannten thermischen Gleichgewicht!
Es gibt keine lokale Balance des Energie.

e Auch hier scheint das System flr viele Parameter nach kurzer Relaxation
einen quasi-stationaren, makroskopischen Zustand zu erreichen, bei dem
die Populationen um einen wohl definierten mittleren Wert fluktuiert.

« Es gibt aber Parameterregime in denen die makroskopischen Variablen
komplexeres Verhalten zeigen wie z.B. (stochastische) Oszillationen.

« Bei endlichen (kleinen) Systemen kdnnen grol3e Fluktuationen zum
Aussterben der Rauber fihren — absorbierender Zustand. Das wird sehr
unwahrscheinlich bei grol3en Systemen.

- Systeme fern vom thermodynamischen Gleichgewicht (z.B. alles was
lebt) zeigen im allgemeinen komplexeres Verhalten als Systeme im
thermodyn. G.G.

— Allerdings ist auch hier eine statistische Beschreibung, die auf
Konzepten der stat. Physik der Gleichgewichtssysteme aufbaut, bzw.
diese erweitert, moglich und liefert wichtige Einblicke.



Permutabilitat

* Wie an den Beispielen gesehen konnen wir den makroskopischen
Zustand eines Systems durch wenige makroskopische
Zustandsgrol3en definieren (z.B. Energie, Dichte oder Teilchenzahl,
Temperatur, etc).

* Ein Makrozustand kann im allgemeinen durch viele
unterschiedliche Mikrozustande realisiert werden (detaillierte
Tellchenpositionen und Geschwindigkeiten).

* Wir betrachten nun Systeme in denen alle Mikrozustande mit
gleicher Wahrscheinlichkeit auftreten.
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Permutabilitat

Beispiel: Verteillung von Gasmolekilen in einer Box — Makrozustand (n ,n)

Wahrscheinlichkeit eines

172 V- ° Mikrozustands — konstant

1 c o © o 2 o . —

® ® ® . ® o o n'

O O @ P(ny,n) = ny n—mni
nq 19 o (n1,n) nl'(n_nl)!p q
P:V1/V QZV2/V ny+ng =n \
p+q=V1+V)/V =1 Anzahl moglicher
Mikrozustande zu (n,,n)

Die Anzahl der méglichen Mikrozustande, die zu einem Makrozustand
gehoren nennt man Permutabilitat (Bezeichnung W)

Da alle Mikrozustande gleich wahrscheinlich sind, ist die Permutabilitat
eines Makrozustands proportional zu dessen Auftrittswahrscheinlichkeit.

11



Entropie

Boltzmann postulierte den folgenden Zusammenhang zwischen W und der
Entropie S der phanomenologischen Thermodynamik (S als thermo-
dynamisches Potential):

S=klnW

mit der Boltzmankonstante & = 1, 38066 - 1072°.J - K !

Boltzmann Prinzip

Der Zustand maximaler Entropie wird durch die meisten Mikrozustande
realisiert, und tritt somit mit der hochsten Wahrscheinlichkeit auf.

Phanomenologische Thermodynamik: Zustand des thermodynamischen
Gleichgewichts <~ Zustand maximaler Entropie.

Boltzmann Prinzip: Begrindung der Thermodynamik aus der statistisch-
mikroskopischen Natur des Systems
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Entropie

Die Entropie ist eine extensive Grof3e — sie andert sich mit der Systemgrol3e.

Hierzu betrachten wir ein System mit Permutabilitat W, welches aus zwel unabhangige
Teilsystemen mit Permutabilitaten W, und W, besteht.

44

Wi

Wy

In dem System 1 kann sich ein Teilchen in

einem von zwei Zustanden, A und B, befinden.

In dem System 2 kann sich ein Teilchen in

einem von zwel Zustanden, X und Y, befinden.

Fur das Gesamtsystem gibt es also die folgenden mdglichen Zustande:
{AX, AY, BX, BY}, also 2*2=4 Mdglichkeiten.

Allgemein: Die Anzahl der méglichen Mikrozustande multipliziert sich bei der
LAddition” zweier unabhangiger Teilsysteme: W =Wy -Ws

Die Entropie verhalt sich allerdings additiv:

S=kInWW = kln(Wle) — kanl —|-l€1nW2 — Sl —I-SQ
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Beispiel: Entropieanderung bel irreversibler Expansion

Vi i) Vo

 Anzahl der moglichen Platzierung eines Teilchens in V, sei Z,

 Anzahl der mdglichen Platzierung eines Teilchens in V.

2
Zy = 7,22

» FUr N Teilchen: Zahl der moglichen Mikrozustande in V. ist gleich Z "
und in V,ist gleich Z.¥

(Annahme: keine gegenseitige Verdrangung von Teilchen)
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Beispiel: Entropieanderung bel irreversibler Expansion

| - Ve

Daraus erhalten wir flr die Entropien :

S, =klnZN = Nkln Z;

v
Sy = Nkln Zo = Nklan + Nkln Z,
bzw. deren Differenz !
Vs

AS =52 — 51 =kNIn =
2 1 nV1

Betrachten wir ein Mol des Gases: N = N, =6,022-10%

dann erhalten wir mit der Gaskonstante R = kN4

&> AS = Rln E Ubereinstimmung mit

Vi phanomenologischer Thermodynamik! .



Ensemble von Teilchen - Energieverteilung

Wir betrachten N Teilchen in einem Volumen V die unterschiedliche Energien
annehmen kdnnen.

Der Einfachheit halber nehmen wir an, dass die Energieniveaus diskret sind. Dies

Ist zum Beispiel in der Quantemechanik oft der Fall, z.B. beim harmonischen
Oszillator gilt fUr die Energieniveaus:

1
E,=hw!|?+ =
(z—|—2>

Das System wird makroskopisch durch zwei Zustandsvariablen charakterisiert:

Gesamtteilchenzahl N, Gesamtenergie (innere Energie) U

EA  w g
N = an — const.

i

n3 E3 U
— n; F,; = const.

N o Z B

{/
n1 El
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Ensemble von Teilchen - Energieverteilung

Die Makrozustande sind vollstandig Uber die Besetzungszahlen n, charakterisiert.

Fur die Unterscheidung der Mikrozustande muss man wissen welches Teilchen

j=1,2,3,...

Vertauchung der Teilchen zwischen Energieniveus:

B 2
E2

06

Es 2 4

:> E2 1 6
. @@ O

—

,N sich auf welchem Energieniveau i befindet.

verschiedene Mikrozustande
gleicher Makrozustand

Vertauchung der Teilchen innerhalb von Energieniveus:

B 2

E, @ Q

By ©®

D E2 @ o
. @@ 0@

)

gleicher Mikrozustand
gleicher Makrozustand
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Permutabutabilitat W

Flr die Permutabilitat W des Makrozustands mit den Besetzungszahlen {n }, die
Insgesamt m Energieniveaus besetzen erhalten wir:

N

nilns! ... n,,!

W —

Die n;! Faktoren im Nenner ergeben sich da Vertauschung innerhalb des
Energieniveaus zu keiner Veranderung des Mikrozustands flhren, und wir nur die
unterschiedlichen Mikrozustande abzahlen wollen.

InW =InN!—1In (Hnﬁ) = In V! —Zln(ni!)
i=1

1=1

Mit der Stirling Formel: Inn! =~ nlnn —n fir die verschiedenen Fakultaten folgt:

an:NlnN—N—inilnni—ni :NlnN—N—I—f:ni—inilnni

i=1 i=1 i=1
=
=N

) W =NInN-> n;lnn

1=1 18




Verteilung mit Maximaler Entropie

Entsprechend dem Boltzmann-Prinzip suchen wir den Makrozustand mit
maximaler Entropie, d.h. die Kombination von Besetzungszahlen {n } flr die In W

maximal wird, unter der Nebenbedingung N=konstant und U=konstant.

Bestimmung eines Extremums unter Nebenbedingungen Uber die Methode der
Langrange Multiplikatoren.

Suche Extremum (Maximum) von (InW — aN — SU) unter Variation von n,
wobei a, B die sogenannten Lagrange-Multiplikatoren sind.

0
_a_nj(

0 Ableitung 13 |
_ Y N — . . o o Al g lasst nur je
o @nj N In N Z i In nig —a Z N 6 Z n; b einen Summanden Uber!
1 7 1

=—Inn; —1-a-pE; =—-Inn; —(1+a)-FE; =» Inn; =—a — BE;

m— () InW —aN — SU) mit N => n; und U = > n; F;

/ .
b nj=e e P
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Verteilung mit maximaler Entropie

Die beiden Lagrangemultiplier a,f werden Uber die die beiden Nebenbedingungen
festgelegt:

Es gilt: ; N
_ o —BE; —a’ _
N_Zm—e Ze m— € = ST BE:
(/ (/ i
Somit erhalten wir flr die Besetzungszahlen: %

B e b

Fur die Wahrscheinlichkeiten Teilchen in bestimmten Energiezustanden zu
beobachten erhalten wir:

_BE.
p':ﬁ: e P :le—BEj
TN S e BB Z

Boltzmann-Verteilung

Zustandssumme Z = Y. e PP
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Bestimmung von 3

Der Langrange-Multiplikator 8 wird im Prinzip tUber die zweite Nebenbedingung

festgeleqt.
Z NEJ G_BEj

J

J

Leider ist diese Gleichung nichtlinear und nicht nach g auflosbar.

Allerdings kann man 3 aus einem Vergleich mit der phanomenologischen

Thermodynamik erhalten in dem man die Gleichheit der statistischen Entropie S_

und der phanomenologischen Entropie S , fordern.
p

Hierzu betrachtet man eine infinitesimale Zustandsanderung U — U + dU
in einem geschlossenen System mit Energieaustausch aber ohne Austausch von
Teilchen oder Anderungen des Volumen (V=konst. — keine Arbeitsleistung).

Aus der phanomologischen Thermodynamik folgt:

b _0Q _dU+pdV _ dU
ph = "p = T T

..und was gilt fir dSs:,:? =) nichste V0L
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